KAL: 极限 与 连续 (1) 


数列 极限 、 收 敛 数列 的 基本 性 质 〈 极 限 唯 一 性 、 有 界 性 、 保 号 性 、 不 等 
式 性 质 ) . 


数列 收敛 的 条 件 Cauchy 准 则 、 据 敛 性 、 单 调 有 界 原理 、 数 列 收 全 与 其 
子 列 收 全 的 关系 ) ， MR im (142) 一 及 其 应 用 


一 元 函数 极限 的 定义 、 函 数 极限 的 基本 性 质 〈 唯 一 性 、 局 部 有 界 性 、 保 

УЕ, ЛЕА, ЭНЭХЇЇ), 归结 原则 和 Cauchy 收 敛 准则 ， 两 个 重要 
maim "а, im (1-3) = umn, зз лаки 
各 各 方法， 无 穷 小 量 与 无 田 大 量 、 阶 的 比较 ， 记 号 0 与 o 的 意义 ， 多 元 函 
数 重 极限 与 累 次 极限 概念 、 基 本 性 质 ， 二 元 函数 的 二 重 极限 与 累 次 极限 
的 关系 
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KAZ: 极限 与 连续 (2) 


函数 连续 与 问 断 、 一 致 连续 性 、 连 续 函 数 的 局 部 性 质 〈 局 部 有 界 性 、 保 
号 性 ) ， 有 界 闭 集 上 连续 函数 的 性 质 (有 界 性 、 最 大 值 最 小 值 定理 、 介 


值 定理 、 一 致 连续 性 ) . 


= = NAQ 
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导数 及 其 几何 意义 、 可 导 与 连续 的 关系 、 导 数 的 各 种 计算 方法 ， 微 分 及 
其 几何 意义 、 可 微 与 可 导 的 关系 、 一 阶 微分 形式 不 变性 . 


微分 学 基本 定理 : Fermat 定 理 ，Rolle 定 理 ，Lagrange 定 理 ，Cauchy 定 
理 ，Taylor 公 式 (Peano 余 项 与 Lagrange 余 项 ). 


一 元 微分 学 的 应 用 : 函数 单调 性 的 判别 、 极 值 、 最 大 值 和 最 小 值 、 凸 函 
数 及 其 应 用 、 曲 线 的 四 凸 性、 拐点、 渐 近 线 、 函 数 图 象 的 讨论 、 洛 必 达 
(L'Hospital) 法则、 近似 计算 . 


i = Е ) © 
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原 函 数 与 不 定 积 分 、 不 定 积分 的 基本 计 Ё 
积 


Е s 
接 积 分 法 、 换 元 法 、 分 部 积分 法 ) 、 有 理 函 数 
I: f К(соѕх, зтх)ах#, f R(x, v ax? + bx + с)ах?®. 


Эн 


定 积分 及 其 几何 意义 、 可 积 条 件 〈 必 要 条 件 、 充 要 条 件 : дийн 
、 可 积 函 数 类 . 


定 积分 的 性 质 〈 关 于 区 间 可 加 性 、 不 等 式 性 质 、 绝 对 可 积 性 、 定 积分 第 
一 中 值 定 理 ) 、 变 上 限 积分 函数 、 微 积分 基本 定理 、N-L 公 式 及 定 积分 
计算 、 定 积分 第 二 中 值 定理 
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无 限 区 间 上 的 广义 积分 、Canchy 收 敛 准 则 、 绝 对 收敛 与 条 件 收 
90. f(x)3E A hp f ° f(x)dx 的 收敛 性 判别 法 (比较 原则 、 柯 西 判 别 
法 ) 、Abel 判 别 法 、Dirichlet 判 别 法 、 无 界 函 数 广义 积分 概念 及 其 收 
敛 性 判别 法 . 


微 元 法 、 几 何 应 用 平面 图 形 面积 、 己 知 截面 面积 函数 的 体积 、 曲 线 弧 
长 与 弧 微分 、 旋 转 体 体积 ) ， 其 他 应 用 . 
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极限 定义 


用 定义 证 明 极 限 的 关键 在 于 证 明 N 的 存在 性 , 为 了 使 这 一 过 程 简 单 明了 ， 
假定 n 足 够 大 并 适当 放大 |xn — a| 是 常用 的 技巧 , 对 于 一 些 问 题 ，“ 分 段 
估计 ”的 方法 对 于 解 题 有 帮助 . 


ЭЛС 起 sae i Зарово р 
We Rum ое a с 
n= 门 一 OO П 


n 
Оа, 
k=0 


= а. 


设 lim а, = а, ЕВ lim 
门 一 OO поо 
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极限 定义 


在 使 用 反 证 法 解决 菜 些 问题 时 ， 会 用 到 极限 的 否定 定义 . | 


设 a є R. 若 数列 {xn} 的 任 一 子 列 中 都 必 有 一 个 收敛 于 3 的 子 列 , (ха ИХ 
Та. 


证 明 数 列 {sin n} 发 散 . | 
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数列 极限 的 性 质 


极限 的 唯一 性 、 有 界 性 、 四 则 运算 性 质 在 解决 极限 问题 时 都 是 常用 到 
的 . 


、 а a 52) 
设 { 1 - а2 + 


Еа ШОН. о m 
用 一 :Co 由 


m ВШ 820800 102071 
nm 一 CO n 
an гоог (a +a +: + an-ı) 
Пт = = т 
nm 一 Co n поо n 
,ee Wl mo ed 
= lim ( 一 . ) 
поо n n n— 1 
= а-1-а 


= 0 


| Е Aa 
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Theorem 2.1 (PAR H) 


{жи}, {Уп}, {zn} 是 三 个 数列 , 满足 下 列 条 件 : 
(i) 存在 N， 当 n > М, 总 有 xn «ул < Zn; 


(ii) „т == „т Zn; 


ЯН уу) БЕН. lim N Ja =a; 


Зар» 0, i= 1,.… ,m , 求证 


lim z/an +a? + -.. an = maxlal,ao,-:: am}. 
Jim yai + ад + + ат Тал, 2, а 


И | 
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单调 收敛 定理 


ЯЛЖ ЭЭС МЭХ. | 


Жар 0,xi = Va, хь = уа хл, п=1,2,.... 求 数 列 {xn} 的 极限 . 


设 f : [a, b] 一 [a, 吕 满足 对 任何 x,y € [a, b], 有 
If(x) — f(y)| < |x — yl. 


xi € [a, b], хә = — (п= 1,2,...). ШЕВ xn S. 
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单调 收敛 定理 


ЧЕ. м Е [а, b], Wx, Е [а, 5], 由 f(xn) € [а, 5х1 = 
因此 由 数学 归纳 法 得 对 一 切 自然 数 n, “хц € (3, b|, 
шог 22 201 Г 


f(xn) < (ха) гэ О) < |xn = | — Хип — Хи+1, 于 是 


Xn + f (xn) 
-5 € la, b], 


Хп+2 = 


Xn+1 ани < Xn БИН 221 
因此 由 数学 归纳 法 得 对 一 切 自然 数 m 训 有 x+1 < ха, 即 {xw} 为 单 减 数 列 ， 
故 由 单调 收敛 定理 知 数列 {xn} 收 敛 . 

HE, “ах, < f(x), 可 证 {xw} 为 单 增 数列 ， 同 样 由 单调 收敛 定理 知 数 
Я {хи} СЭХ. 


September 19, 2009 П уи 


ти S | 
n n 


证 . 因为 {(1 + 二)2+ 革 严格 递减 趋 于 e, 所 以 n > 1 时 ， 有 


1 1 1 
о 12521254 
аро 


于 是 i 
n— 

(+=) > — e. 

n n 


Еп = 1 也 成 立 ， 故 对 一 切 自然 数 n, 有 


1 e 1 3 
тг 
n n n n 


a =m = 5 Е ас 
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看 笃 效 (Stolz) 定 理 


(1) Дт, лан А 2110 < = во); 
(2) 数列 {ys} 严格 递增 且 趋 向 +eo， 
则 有 
ime = A 


n— oo yn 


аа л 1220, 求证 т, пхһ = 1. 


хр = — ‚ПЕМ. > lim хь. 
n n= 
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柯 西 收敛 原理 


Theorem 2.4 
数列 {xw} 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任何 > 0, 都 存在 正 整数 NN, 
当 m > М, п> М, 就 有 |xm 一 xn| < Е. 


2, sin] sin2 Sin np A 
ио оп 收敛 . 


设 存在 常数 ke (0, 1) 使 得 对 任何 n > 1, 有 


ёоо == Xal < К| xn == 201 


ЇНДЭС (ха } СЗ. 
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柯 西 收敛 原理 


МЕ. 由 |xn 一 Xxn_1| < e о < Gi 


有 |xn+p 一 到 Ta DS > lxi—xi-1| < 23 Кох = 
21:85 1 үүн 2) G 
m I = Pe al 


п-1 
对 任何 = > 0, 由 lim 了 一 -ОНИНЕНЯЖМ, 使 得 n > N 时 ， 有 


п-1 


|х al, 


于 是 n > МЕ, 对 任何 自然 数 p， Аре — xnl < |ж = 入 
柯 西 收敛 原理 ， 数 列 {xn} 收 敛 . 


р <=. 根据 
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函数 极限 


>K lim ntan(Vn? + 17). | 
n— oo 


解 ， 因 为 lim 29А = 1, 所 以 

юэ tan[(vn? + 1— n)z] _ i 

ne (Vn2TI-mr ` 
从 而 2) т пќап(у п? + 17) = Jim. ntan[(Vn2 十 1 一 nal = 
lim, 1022 1- п)т = im lim = 


И тт поо П >. 
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函数 极限 


设 f(x) = > aksin 人 x 且 对 任意 意 x € (一 00, 十 oo0) 有 |f(x)| < |sinx|, WE 


К-1 


Sin X 


WE. 当 x 冯 0 时 ， 由 |f(x)| < | sin x| 得 | | < 7 18 


Ш Sin Kx sin x 
|a l |274. 
k=1 


sin kx z sin kx 
х kx 


k — k (x = 0), 上 面 的 不 等 式 两 边 令 x 一 0 取 极限 ， 


п 
| 5 Как] < 1. 
К-1 
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函数 极限 


设 函 数 f(x) 是 从 [a,b] 到 (a,b) 的 映射 , 且 对 任何 x, y є [а, 46], 都 有 


Р(х) — f(y)| < alx—yl, 0 


求证 存在 只 


E— HIE є [а, b] ,使 得 f(&) = €. 


< @ < 1, 


Ш мх = [59] = Ц) п. 410 хх = 
(ха) — f(xa—1)| < a|xn — xa—1|, 由 此 可 推 得 {xn} 是 Cauchy 数 列 ， 从 而 收 
ЭХ. 设 lim xn = €, е є [а, 6]. HO < |f(xn) — Е(&)| < ах, — £|, 根据 


两 边 夹 定 里 得 lim f(x.) = f(E). 在 xn+1 == Е 


х) п > ооо, 


得 € = F(E), 即 € 是 f(x) 的 一 个 不 动 点 ， 唯 一 和 


可 以 用 反 证 法 证 明 . 若 还 


Вт 32 СФЕРА, ИЕ п] = |8 (6) — Е(п)| < а — "|. ЖЕ! 
Е. 满足 这 个 例子 中 的 条 件 的 f(x) 是 [a, 如上 的 一 个 压缩 映射 .将 来 使 用 


上 述 方法 的 思想 可 以 证 明 更 一 般 的 压缩 映射 原理 . 


(0) 
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函数 极限 


设 函 数 f(x) 是 从 [a,b] 到 (a,b) 的 映射 , 且 对 任何 x, y є [а, 46], 都 有 


Р(х) — f(y)| < alx—yl, 0 


求证 存在 只 


E— HIE є [а, b] ,使 得 f(&) = €. 


< @ < 1, 


Ш мх = [59] = Ц) п. 410 хх = 
(ха) — f(xa—1)| < a|xn — xa—1|, 由 此 可 推 得 {xn} 是 Cauchy 数 列 ， 从 而 收 
ЭХ. 设 lim xn = €, е є [а, 6]. HO < |f(xn) — Е(&)| < ах, — £|, 根据 


两 边 夹 定 里 得 lim f(x.) = f(E). 在 xn+1 == Е 


х) п > ооо, 


得 € = F(E), 即 € 是 f(x) 的 一 个 不 动 点 ， 唯 一 和 


可 以 用 反 证 法 证 明 . 若 还 


Вт 32 СФЕРА, ИЕ п] = |8 (6) — Е(п)| < а — "|. ЖЕ! 
Е. 满足 这 个 例子 中 的 条 件 的 f(x) 是 [a, bj 上 的 一 个 压缩 映射 将 来 使 用 


上 述 方法 的 思想 可 以 证 明 更 一 般 的 压缩 映射 原理 . 


(0) 
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连续 函数 


求 作 定 义 域 为 R 且 只 在 点 x = a 和 x = b 连 续 而 在 其 余 点 都 不 连续 的 函数 . 


设 f(x) 在 [a, 名 上 连续 ，{xn} 是 [a, 句 中 的 点 列 ， lim f(x) = А, 证 明 存 
ҮЕС € [a, b], WEF (E) = А. 


Е. {х7 AMARAT хь, }, В Ха, НАСТ Е, 则 由 a < хь, < 
b (k= 1,2,...) 和 €é € [a, b], 由 f(x) 在 点 6 连续 及 lim f(xn) = A 得 


НЕ = іт Иж) = А. 
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连续 函数 


求 作 定 义 域 为 R 且 只 在 点 x = a 和 x = b 连 续 而 在 其 余 点 都 不 连续 的 函数 . 


设 f(x) 在 [a, 名 上 连续 ，{xn} 是 [a, 句 中 的 点 列 ， lim f(x) = А, 证 明 存 
ҮЕС € [a, b], WEF (E) = А. 


Е. {х7 AMARAT хь, }, В Ха, НАСТ Е, 则 由 a < хь, < 
b (k= 1,2,...) 和 €é € [a, b], 由 f(x) 在 点 6 连续 及 lim f(xn) = A 得 


НЕ = іт Иж) = А. 
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连续 函数 的 局 部 性 质 与 初等 函数 的 连续 性 


Theorem 3.1 (局 部 有 界 性 ) 
设 函 数 f(x) 在 点 xo 连 续 , 则 函数 f(x) 在 点 xo 的 某 个 邻 域内 有 界 . 


Theorem 3.2 (局 部 保 号 性 ) 
设 函 数 f(x) 在 点 wo 连续, 且 f(xo) Z 0, 则 函数 f(x) 在 点 xo 的 某 个 邻 域内 
C. 


与 f(xo) 同 号 , 并 且 存 在 c > 0, 使 |f(x)| > 


Theorem 3.3 (四 则 运算 的 连续 性 ) 


设 函 数 f(x) 和 g(x) 都 在 点 wo 连续 , 则 函数 f(x) 土 g(x), f(x)g(x) 都 在 点 xo 连 


续 . 如 果 还 有 g(x0) Z 0, М ноо 
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连续 函数 的 局 部 性 质 与 初等 函数 的 连续 性 


Theorem 3.4 (复合 函数 的 连续 性 ) 


设 函 数 y = g(x) 在 点 Xo 连续 , yo = go) KAFERE, 则 复合 函 
数 f(g(x)) 在 点 xo 连 续 . 


所 有 初等 函数 在 它们 各 自 的 定义 域 上 都 是 连续 的 . 


设 函 数 f(x) 在 点 w 连 续 而 g(x) 在 点 ww 不 连续 . 判断 函数 Pa(x) + g3(x) 在 
点 和 是否 必 不 连续 ? 说 明理 由 . | 
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闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


Theorem 3.6 (有 界定 理 ) 
闭 区 间 上 的 连续 函数 必 有 界 . 


Theorem 3.7 (最 大 最 小 值 定理 ) 
闭 区 间 上 的 连续 函数 必 能 取得 最 大 值 和 最 小 值 . 


Theorem 3.8 ( 根 的 存在 定理 ) 


设 f(x) 在 [a, b] 上 连续 并 且 f(a)f(b) < 0, 则 在 (a, b) 中 必 有 方程 f(x) = 0 的 
根 . 


Theorem 3.9 (MAH) 


设 函 数 f(x) 在 [a,b] 连 续 且 f(a) Z f(b 2) 则 对 介 于 f(a) 与 f(b) 之 间 的 任何 实 
ZC, 必 存 在 上 € (а, b), IEF (E) 
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闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


Corollary 3.10 
设 f(x) 在 [a,b]| 上 连续 ，M 和 m 分 别 是 f(x) 在 [a,b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 
则 F(x) 的 值 域 是 [m, М]. 


Theorem 3.11 (一 致 连续 性 定理 ， 康 托 尔 (Cantor) 定 理 ) 
闭 区 间 上 的 连续 函数 必 一 臻 连续 . 
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闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


区 间 / 上 连续 且 是 单 射 , 证 明 f(x) 在 /上 严格 单调 


证 用 及 证 法 . 假设 f(x) 在 /上 不 是 严格 单调 的 , 则 存在 xi, хо, хз € ГЎЙ 
Æx < х < хз, (F(x) — Е(ж))(Е(х2) — Е(жз)) < 0, FQ ŽW ERE f(x), 
f(x), f(x3) 互 不 相等 , 据 此 不 妨 设 f(x1) > f(x), F(x) < f(x) 于 是 存 
在 实数 C 满 足 
f(x2) < C < min{f(xi), f(x3)}. 
ЖЕ Da, хо| 5|хэ, xs] 上 分 别 应 用 介 值 定理 , 则 存在 上 € (х, xo), &2 € (х, хз), 
使 得 
Цаасыг 

这 与 f(x) 单 射 矛 盾 . 所 以 f(x) 在 /上 严格 单调 . 
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闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


设 f(x) 是 (一 00, 十 co0) 上 的 连续 周期 函数 ， 证 明 存 在 f Е (一 00, 十 oo0), 使 
得 f(€ 十 1) = f(&). 


WE. F(x) = f(x 十 1) 一 f(x)， 则 F(x) 在 (00, 十 00) 上 连续 . ШТ > 
0 是 f(x) 的 一 个 周期 ， 则 f(x) 在 [0, T| L 6 КА, ЛИШ € 
[0, 处 取得 最 大 值 ， 则 由 周期 性 ，f(xo) 是 f(x) 在 (一 00, 十 co) 上 的 最 大 
值 . 于 是 


F(xo = 1) = f(x0)—f(x0—1)>0, Е(ж) = f(xo + 1) — f(xo) < 0. 


由 F(x) 的 介 值 性 ， 存 在 < є [хо 一 1, xo] 使 得 F(€) = 0, 即 f(& 十 1) = # (5). 
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闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


. b] L 可 积 > р1, P2,.. ,foe ЇЕ Эд. ЇЇ 明 对 任 
ЖЖ, x2,. .. Xn Е [а, b], 存在 x є [а, b], 使 得 


р [| ЦЭГЭН 


设 f(x) 在 [a,b) 连 续 无 上 界 , 对 于 任意 的 (a, В) С [а, b), f(x) 在 (a,6) 不 取 
最 小 值 . 证 明 f(x) 在 [a, b) 严 格 递增 . 
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一 致 连续 性 


设 f(x) 在 (a,b) 连 22. 证 明 f(x) 在 (a,b) 一 臻 连续 的 充分 必要 条 件 
X lim f(x) 与 lim f(x) 都 存在 . 


设 函数 f(x) 在 [a, +co) 上 连续 且 


(x) = A < 十 co， 


lim f 
х- +оо 


求证 f(x) 在 [a, + оо) Е— 0. 


证 明 f(x) 在 区 间 / 上 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 满足 条 
fi: lim (xn 一 yn) = 0 的 数列 {xn} C /和 {yn} © 4, 都 有 lim (f(xn) 一 f(yn)) = 
0. 


求 使 得 函数 f(x) = x? эт x 在 (0, 十 00) 一 致 连续 的 实数 a 的 取 值 范围 . 
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实数 理论 


实数 集 的 界 与 确 界 、 确 界 存在 性 定理 、 闭 区 闻 套 定理 、 聚 点 定理 、 有 限 
E m E J. 


设 函 数 f(x) 在 [a, БЕ А (а) > а, f(b) < b, 求证 存在 点 & e [а, Ь], 使 
EFE = E. 


Е. ФА = {x|x є [а, b], f(x) > x}, Wa € А, АЗ, 5 = sup A, ЛЕ € 
[а, b]. 对 任何 x є А, 由 f 的 单 增 性 有 x < f(x) < F(E), 从 而 f(é&) 是 A 的 一 
个 上 界 ， 因 此 有 ét < f(E) 另 一 方面 ， 由 & < КЛЕИ ЯНИЕ) < 
Е(Е(Е)), AEF (E) Е А, 于 是 有 f(€) < E 合 起 来 就 得 到 f(€) = E. 


思考 : 用 区 间 套 定理 或 其 它 实数 系 基本 定理 来 证 明 上 面 的 结果 . 
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实数 理论 


提示 : 自己 练习 用 不 同 的 实数 系 基本 定理 来 证 明 这 个 问题 。 比 如 ， 注 意 
到 对 每 一 点 x є [а, 6], 由 于 函数 f(x) 有 左 、 右 极限 ， 可 知 f(x) 在 点 x 的 某 
个 邻 域 上 有 界 ， 从 而 可 以 使 用 有 限 覆 盖 定理 来 证 明 本 题 . 
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导数 及 其 几何 意义 、 可 导 与 连续 的 关系 、 导 数 的 各 种 计算 方法 ， 微 分 及 
其 几何 意义 、 可 微 与 可 寻 的 关系 、 一 阶 微分 形式 不 变性 等 内 容 请 自己 复 
>. 


f(x) = = =. Ка) -4, ЖР(2). 
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导数 


设 f(x) 在 (一 00, 十 00) 上 两 次 连续 可 导 且 对 任意 x, h, 都 有 f(x 十 h) 一 f(x) = 
pe x , 求证 f(x) = ax? + bx + c, 其 中 a, b,c 都 是 常数 . 


WE. fEf(x + h) — f(x) = hf' ха 中 令 x = 0, 得 到 f(h) — f(0) = 
hf' (5) . Ех + h) — f(x) = hf (х + 2) WARRE, Ff (x+ В) = 


Р. (x+3) + hf” (x+3) а= =. 得 fF (5) = Р(0) + 


2 
r 0), дага ERER, EEC) = FOHA (2) =f(0)+f'(0)h+ 


С (0) 12 
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微分 中 值 定 理 


Theorem 5.1 (#0) 
设 点 xo 是 函数 f(x) 的 一 个 极 值 点 且 f(x) 在 点 Xo 可 导 ， 则 f'(xo) = 0. 


Theorem 5.2 (7 ¿xE JH) 


Р(х) [а, Б] 2, 在 (a,b) 可 导 , 且 f(a) = f(b), WEEE є (a,b), 使 
ff (€) = 0. 


Theorem 5.3 ( 拉 格 朗 日 中 值 定理 ) 
设 f(x) 在 [a,b] 连 续 , 在 (a,b) 可 导 , 则 存在 上 Е (а, Б), 使 得 
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微分 中 值 定理 


Theorem 5.4 ( 柯 西 中 值 定理 ) 


设 F(x) 和 8g(x) 都 在 [a, 吕 连续 , 在 (a,b) 可 导 且 当 x є (a,b) 时 , g'(x) Z 0, I 
存在 上 € (a, b), 使 得 


Theorem 5.5 ( 达 布 (Darboux) 定 理 ) 


设 函 数 f(x) 在 区 间 [a, 吕 可 导 , 则 对 于 所 (a) 与 扩 (b) 之 间 的 一 切 值 n, D f 
TEE € [a, b], EEF (E) = n. 
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微分 中 值 定 理 


设 f(x) 在 [0,1] 上 n 次 连续 可 导 ， 在 (0,1) 中 n + че, НАЮ(0) = 
г) (1) =0(к=0,1,2,...,п). WEHT EE є (0,1), ERE = Fri) (e). 


W. 令 F(x) = [f(x) 2212-0200 >, (x € [0,1]), 
则 F(x) 在 [0,1] 上 连续 ， 在 (0,1) 上 可 导 , H. 


Е’ = s е-х. 


由 于 F(0) = F(1) = 0, 根据 Rolle 定 理 ， 存 在 上 Е (0,1), EF (6) = 0, М 
而 有 


ОБ 
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微分 中 值 定 理 


设 f(x) 在 [0,1] 上 n 次 连续 可 导 ， 在 (0,1) 中 n + че, НАЮ(0) = 
г) (1) =0(к=0,1,2,...,п). WEHT EE є (0,1), ERE = Fri) (e). 


W. 令 F(x) = [f(x) 2212-0200 >, (x € [0,1]), 
则 F(x) 在 [0,1] 上 连续 ， 在 (0,1) 上 可 导 , H. 


Е’ = s е-х. 


由 于 F(0) = F(1) = 0, 根据 Rolle 定 理 ， 存 在 上 Е (0,1), EF (6) = 0, М 
而 有 


ОБ 
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微分 中 值 定 理 


设 f(x) 在 [0,1] 可 微 ，f(0) = 0, f(1) = 1, WHI ES ЈЕ а, az ..., 
am 在 (0,1) 内 存在 n 个 不 同 的 数 xi, x2,.…，xn, 使 得 


n = n 
` 2 


设 f(x) 在 (一 00, +оо) 1 Е НГ 04, ХЕ х, НЕХ) < 1, 
RI[f(0)]2 + [P(0)] = 4. 证 明 存 在 一 点 上 使 得 F() + FE = 0. 


设 f(x) 在 [a, 可 导 ， 在 (a,b) 两 次 可 导 . 证 明 存在 上 Е (a, Б), 使 得 


A 
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洛 必 达 法 则 


设 f( 在 (3 +oo) 中 可 微 且 lim_[fCO + PCOl = 0 求证 lim f(x) = 0. 


因为 ex 一 +оо (х 一 +оо), 故 由 洛 必 达 法 则 有 


lim f(x) = lim AA 
X 一 十 co X 一 十 co ex 
х / 
Зи EFO) 
X 一 十 co (ex)/ 
X x g 
с f(x) + e*f'(x) 


X 一 十 co ех 
= lim 004006) 


0. 
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洛 必 达 法 则 


设 f(x) 在 (a， +oco) 中 两 次 可 微 且 im [2f(x) 十 4xf'(x) + x?f"(x)] = 0, Ж 
Ш ит #0) = > 


提示 : 25(х)-4хГ (х) + xF) -(х2Е(х)). | 


= Ë = NAQ 
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函数 的 单调 性 与 极 值 


А 1 
Жо «х 1, Е < 
2 sin“ х 


设 f(x) 在 (0, 十 oo0) 上 可 导 且 f(x) 恒 大 于 0， 对 任意 x > 0, 有 f(f(x)) = х, 并 
且 存 在 a > 0 使 得 f(a) Z а. 求证 | lim f(x) = 0. 


设 f(x) 在 (0, 十 oo) 上 两 次 可 导 且 fF'(x) 恒 大 于 0， 对 任意 x > 0, 有 
ге) = - о 
找 出 所 有 满足 上 述 条 件 的 函数 f(x). 


设 f(x) 在 [a,b] 上 两 次 可 微 且 f(a) = f(b) = 0, fF”(x)+f’(x)e(x)-f(x) = 0, 
其 中 g(x) 为 一 给 定 函 数 。 求 证 在 [a,b] 上 有 f(x) = 0. 
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函数 的 凸 性 与 抛 点 、 渐 近 线 、 函 数 图 像 的 讨论 


车 函数 f(x) 在 区 间 / 下 凸 ， 则 对 任何 xi, хо, хз €l, x < х < хз, 部 有 


f(x2) — f(x) < f(x) — f(x1) < f(x) — 12 
ж 一 XI а = ха ХЗ — Ж 


` FA f =f 
RŽ., AX Ex, жж € 1, x < x < >, Шаш < 
2 — X1 


fa) 一 Лаа) f(x3) — f(x1) f(x3)—f(x) f(x2)— Иж) 


< 1 
X3 一 X1 X3 一 X2 X2 一 ХІ 


X X 
f) — Ка) ни 一 个 恒 成 立 ， 则 函数 f(x) 在 区 间 / 下 西 . 


X3 一 X2 


利用 上 面 的 结果 不 难 证 明 开 区 间 上 的 凸 函 数 处 处 都 有 两 个 单 侧 导 数 ， 从 
而 开 区 间 上 的 是 函数 是 连续 函数 . 


() September 19, 2009 43 / 57 


困 数 的 凸 性 与 抛 点 、 渐 近 线 、 函 数 图 像 的 讨论 


АО КЕТ НУ pi=1, f(x) Кич. WHS (Jensen) 50 
ка 


Е > Px) < У pif (xi). 
i 24 


利用 同性 能 证 明 荷 达 (H6lder) 不 等 式 、 闵 科 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 等 
很 多 不 等 式 . 各 种 参考 书 上 有 大 量 的 例子 ， 请 自己 复习 . 
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АА 


设 f(x) 在 [a， dimas are DE = 0, KEF EE Е (а, Б), 使 得 


o юэ b) — f (a): 


8. ARA, 有 


қа) = (25) 210) 2) (аа < 212) 
Егу нит 2р авы 
о 得 fb — қа) = 15770601 
A E 


将 f(x) 在 
Е ЁС 


В. 
= 


21000 WIEC) = ИСЗ < КР 
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设 f(x) 在 (a, 十 00) 上 两 次 可 导 且 对 所 有 x є (а, +оо), 有 
| 090| < Мо, |f”(x)| < M>, 
其 中 Mo 和 M2 都 是 常数 . 令 


М; = sup [#(х)|, 


一 co<Xx<< 十 co 


та. 
求证 M1 < 2Mó М2. 


= - 5 = лас 
0) September 19, 2009 46 / 57 


设 f(x) 在 [a,b] 上 两 次 连续 可 导 ， 在 (a,b) 上 三 次 可 导 ， 证 明 存 在 < 
(a, b), 使 得 


f(b) b b 1 ! 
f(a) Foai s Wh (8-а) 
а 25е = 3 
(а) 2 00 


Па! = 2) га СУ 
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ЖЫЛЕЛ, ТиЕЛлЭКЖЕЖ ЯЛЫ Са 
Но. л. S 98204 0. ННИЖН 
: | R(cosx,sinx)dx 型 | R(x, Мах? + bx + с)ах 等 
>J. 


原 K 
接 
分 
DRY 
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Эра 20151842) (73) | 


证 明 对 任意 正 整 数 n, 有 


2п+1 
2 


2n=1 241 
(==) i < а-и < (24) ; 
е е 


= Ë = NAQ 
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ЯНИЕ 


设 p(x) 在 [a, 吕 上 可 积 ， 其 值 域 包含 在 [A, 6] 中 ，f(x) 在 [A, B] 上 连续 . R 
证 复合 函数 f(w(x)) 在 [a, b] EITHR. 


УЕ. ЖЕ > 0 和 o > 0, 由 f(x) 在 [4, B] 上 连续 知 f(x) 在 [A, B] 上 一 致 
连续 ， 从 而 存在 6 > 0, чх’, х" є [А, B] 且 |x’ — х"| < 6 时 ， 有 |f(x’) 一 
f(x”) < mn， 又 因为 p(x) 在 [a,b] 上 可 积 ， 由 可 积 的 第 二 充 要 条 件 ， 对 
ERS > Ос > 0， 存 在 [a,b] 上 的 网 T, 使 得 ww(w) > 65 的 网 孔 长 度 之 
ЯИУ py Ахи < в. 注意 到 只 有 在 2(x) 的 振幅 大 于 5 的 网 孔 上 ，F(e(x)) 的 振 
幅 才 可 能 大 于 mn, 所 以 www(F(o)) > 7 的 那些 网 孔 长 度 之 和 满足 


> Ах, < `> Axy < o. 


k” k! 


于 是 由 可 积 的 第 二 充 要 条 件 知 复 合 函 数 f(y(x)) 在 [a,b] 上 可 积 . 
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定 积分 的 性 质 


设 f(x) 在 区 间 [0, +] 上 连续 且 满 足 
Г f(x) cos xdx = 0 = Ї f (x) sin хах, 

0 0 
求证 F(x) 在 (0, 7) 中 至 少 有 两 个 零点 . 


证 明 思 路 . 如 果 f(x) 在 (0, 7) 中 没有 零点 ， 则 由 介 值 定理 ，f(x) 在 (0,7) 中 
恒 大 于 0 或 恒 小 于 0， 从 而 三 f(x)sinxdx 大 于 0 或 小 于 0， 与 题 设 
ЖЕЛЕ! 这 就 证 明了 f(x) 在 (0,7) 中 至 少 有 一 个 零点 ， 如 
果 f(x) 在 (0, 7) 中 恰 有 一 个 零点 a, 则 由 介 值 定理 和 /VY f(x)sin хах = 0 可 
知 f(x) 在 (0, и) (а, 7) 上 一 边 恒 正 ， 一 边 恒 负 ， 这 时 考虑 /0 f(x) sin(x 一 
a)dx, 可 以 和 前 面 的 推理 一 样 导出 矛盾 . 
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In(1 +x) 4 | 
ж/ 1--х2 dx. 


т In(1 + acos x) 
cos x 


ах, la < 1, Жх = 5 处 被 积 函数 的 值 理解 为 极限 


= 一 三 = га СУ 
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МЕРЯ lim JARE Max =) PEN. | 


设 入 > 0, 0 < a < b, 证明 


a =m 


2) © 
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积分 不 等 式 


设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 可 微 , 求证 


IF’(x)ldx. 


证 明 ”由 积分 中 值 定理 和 连续 函数 的 最 大 值 存在 定理 , FEE n Є 
[a, БИ тах «сь IFON] = IFO] st |S food] = |). 从 而 有 


we x)| < —— = f(x)dx| + 


£ b 
о < (е) | < ©) яо) < | | п (дах < | тод 


此 即 
Г J reglas 


w x)| < 一 -一 — f(x)dx| + 
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ЛЕ нь 连续 ，m，M 分 别 是 f(x) 在 [a 局 上 的 最 小 值 和 最 大 


4 


设 f(x) 在 [a, b] 上 两 次 连续 可 微 ，f(a) = f(b) = 0. 证 明 


Wee M 120 


но f(x)dx) < 


b 2-5 3 
/ f(x)dx| < (a T ) тах |#"(х)|. 


a<x<b 
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包含 定 积分 的 极限 式 


若 f(x) 在 [A, B] 可 积 , A< a < b < В, ЖЕ 


b 
im Í |#(х + h) — f(x)|dx = 0. 
/一 0 Ja 


设 f(x) 在 [0, 1] 上 连续 ， 证 明 


1 п 
ги Jo x"f(x)dx 


f(1). 
n—oo 人 хпах 0) 
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微 元 法 、 几 何 应 用 平面 图 形 面积 、 己 知 截面 面积 函数 的 体积 、 曲 线 弧 
长 与 弧 微 分 、 旋 转 体 体积 ) ， 其 他 应 用 等 内 容 请 自己 复习 . 


求 平面 区 域 {(x, y)|X4 十 < х2 — х2у2 + y2 ИЛИЯ. 


= = = га СУ 
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